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บทท่ี 2 เฟรม พิกดั และการแปลงเอกพนัธ์ุ

• ท ำไมถึงตอ้งเรยีนรูจ้ลนศำสตร ์(kinematics)

• นิยำม ศพัทพ์ืน้ฐำน ที่ตอ้งรู ้
• องศำอิสระ degree of freedom

• Joint space (joint configuration )
• Operational space (Operational configuration)
• พืน้ท่ีท ำงำน workspace

• Dexterous space

• กำรแปลงเอกพนัธุ ์(Homogeneous Transformation)
• เฟรม
• ต ำแหน่ง position
• โอเรยีนเทชั่น orientation
• ทรำนสฟ์อรม์เมชั่น transformation



ท าไมถึงตอ้งเรียนรู้จลนศาสตร์ (kinematics)

Kinematics คือกำรค ำนวณหำคำ่ต ำแหน่ง ควำมเรง็ และควำมเรง่ ที่จดุตำ่งๆ ของวตัถแุข็งเกรง็ในระบบ
พลศำสตร ์โดยใชว้ิธีทำงคณิตศำสตร ์โดยไม่ไดน้ ำแรงที่กระท ำแก่วตัถมุำพิจำรณำ แยกเป็น

• จลนศาสตรข้์างหน้า (Forward kinematics)

กำรระบตุ ำแหน่ง ค ำนวณหำควำมเรว็ ควำมเรง่ ของเฟรมเครือ่งมืออำ้งอิงกบัเฟรมฐำน เมื่อรูค้่ำต ำแหน่ง ควำมเรว็ 
ควำมเรง่ ของขอ้ตอ่ตำ่งๆ
• จลนศาสตรผ์กผันกลับ (Inverse kinematics)

กำรค ำนวณยอ้นกลบัมำหำต ำแหน่ง ควำมเรว็ ควำมเรง่ ของตวัแปรที่ขอ้ตอ่ เมื่อรูค้่ำต ำแหน่ง ควำมเรว็ ควำมเรง่ ของ
เฟรมเครือ่งมือ
เน่ืองจำกหุน่ยนตม์ีโครงสรำ้งและองคก์อบที่ซบัซอ้น จงึจ ำเป็นตอ้งมีกรรมวิธี ขัน้ตอนในกำรพิจำรณำ วิเครำะห ์เพื่อ
เป็นหลกัในกำรวิเครำะห ์ค ำนวณ  ดงันัน้กำรติดตัง้เฟรมใหก้บัขอ้ตอ่และสว่นตำ่งๆ ของหุน่ยนตอ์ย่ำงเป็นระบบจะช่วย
ใหก้ำรค ำนวณจลนศำสตรข์องเฟรมเป็นไปอย่ำงมีระบบและไดผ้ลลพัธท์ี่แมน่ย ำ 





พลศาสตร์ (dynamics)

• สมกำรควำมสมัพนัธข์องต ำแหน่ง ควำมเรว็ ควำมเรง่ เมื่อมีแรงมำกระท ำ แรงมีทัง้แรงบิดและแรงเชิงเสน้

෍𝐹 = 𝑚𝑎

෍𝑇 = 𝐽𝜔

วิศวกรหุ่นยนตมี์หนำ้ท่ีออกแบบโครงสรำ้งทำงกลของหุ่นยนตจ์ะตอ้งทรำบแรงและแรงบิดท่ีเกิดท่ีขอ้ตอ่ตำ่งๆ 
เพรำะตอ้งน ำไปค ำนวณหำแรง แรงบิดท่ีตอ้งใชส้  ำหรบัชบัเคลื่อนขอ้ตอ่ และเพ่ือเลือกขนำดของตวัขบัเคลื่อน 
และมอเตอร ์หรอืขนำดของโหลดสงูสดุท่ีรบัไดส้  ำหรบัขำดของขอ้ตอ่ กำ้นตอ่ท่ีออกแบบ 
ดงันัน้สมกำรคณิตศำสตร ์ซึง่เป็นโมเดลของหุ่นยนตจ์ะถกูพฒันำเพื่อใชใ้นกำรค ำนวณหำคำ่ตำ่งๆ และถกูน ำไปออก
แบบตวัควบคมุเพื่อใหหุ้่นยนตส์ำมำรถท ำงำนไดส้  ำรดิผลตำมท่ีโปรแกรมเอำไว้



นิยาม ศพัทพ้ื์นฐาน ท่ีตอ้งรู้

• องศาอิสระ degree of freedom

กำรเคลื่อนท่ีในระบบสำมมิติจะตอ้งกำรพำรำมิเตอรอ์นัหนึ่งท่ีซึง่สำมำรถบรรยำยคำ่ต ำแหน่งและมมุกำรหมนุ  
จ ำนวนพำรำมิเตอรอ์นันีท่ี้เป็นอิสระตอ่กนัท่ีใชใ้นกำรบรรยำยกำรเคลื่อนท่ีของวตัถเุรียกวำ่ องศำอิสระ 
degree of freedom  องศำอิสระจะถกูจ ำกดัลงจนเหลือคำ่ท่ีนอ้ยท่ีสดุ เกิดจำกำรน ำโครงสรำ้งทำงกล
และขอ้ตอ่มำสรำ้งเป็นเครื่องจกัรกล เช่นหุน่ยนต ์รถยนต ์เป็นตน้ ค่ำ dof ท่ีนอ้ยท่ีสดุ บง่วำ่ตอ้งกำรอินพทุก่ี
ตวั 
• Joint space (joint configuration )
• Operational space (Operational configuration)

• พืน้ท่ีท ำงำน (workspace) คือ เซตทัง้หมดของต ำแหน่งท่ีตวัท ำงำนสว่นปลำยเขำ้ถึงได้
• พืน้ท่ีท ำงำนไดค้ล่องแคลว่ (Dexterous space) คือ พืน้ท่ีท่ีตวัท ำงำนสว่นปลำยเขำ้ถึงไดท้กุทิศทำง



การเคล่ือนท่ีของวตัถุแขง็เกร็ง
• วตัถแุข็งเกรง็ (rigid body) หมำยถงึ วตัถท่ีุรูปรำ่งไมเ่ปลี่ยนแปลงในขณะที่เคล่ือนท่ี และต ำแหน่ง
สมัพทัธร์ะหวำ่งจดุในวตัถคุงท่ี ก

กำรเคล่ือนท่ีของวตัถมีุไดส้ำมแบบ

• กำรเล่ือน

• กำรหมนุ

• กำรเลื่อนผสมกำรหมนุ

เพ่ือกำรวิเครำะหก์ำรเคล่ือนท่ี เรำติดพิกดัไปยงัวตัถ ุเรยีนกวำ่ เฟรม 

https://youtu.be/SOESSCXGhFo?feature=shared

https://youtu.be/SOESSCXGhFo?feature=shared


Joint space (joint configuration )

𝜃3

𝜃2

𝜃1

𝜃4

The space in which the location of all the links of a robot are represented 
is called joint space, or configuration space



Operational space (Operational configuration)

𝛼
พืน้ท่ีท ำงำน workspace

Dexterous space



Review Math

• Dot Product

• Cross Product

• Matrix
• Det

• Inverse matrix

• Other properties  



Description: POSITION,ORIENTATION,FRAMES



Description of POSITION

Coordinate system { A } 

{A}

𝐴𝑃 =

𝑝𝑥
𝑝𝑦
𝑝𝑧

Position of point A is described 
by a vector.

ZA



Description of ORIENTATION

{A}

{B}

{B}

The orientation of a rigid body is described 
by the body-attached coordinate system {B}
related to the coordinate system {A}ZA

ZB

ZB



Rotational Matrix

𝐵
𝐴𝑅 = 𝐴 ෠𝑋𝐵

𝐴 ෠𝑌𝐵
𝐴 መ𝑍𝐵 =

𝑟11 𝑟12 𝑟13
𝑟21 𝑟22 𝑟23
𝑟31 𝑟32 𝑟33

=

෠𝑋𝐵 ∙ ෠𝑋𝐴 ෠𝑌𝐵 ∙ ෠𝑋𝐴 መ𝑍𝐵 ∙ ෠𝑋𝐴
෠𝑋𝐵 ∙ ෠𝑌𝐴 ෠𝑌𝐵 ∙ ෠𝑌𝐴 መ𝑍𝐵 ∙ ෠𝑌𝐴
෠𝑋𝐵 ∙ መ𝑍𝐴 ෠𝑌𝐵 ∙ መ𝑍𝐴 መ𝑍𝐵 ∙ መ𝑍𝐴

=

𝐵𝑋𝐴
𝑇

𝐵𝑌𝐴
𝑇

𝐵𝑍𝐴
𝑇

จำกหลกักำรท่ีว่ำ องคป์ระกอบของเวกเตอร ์ใดๆ สำมำรถเขียนไดด้ว้ย 
ผลของกำรฉำยของมนัลงบนแกน x – y – z ของกรอบอำ้งอิง (frame) อนันัน้ๆ



พิสูจน์จากตวัอยา่งง่ายๆ



෠𝑋𝐴

෠𝑋𝐵

෠𝑌𝐴

෠𝑌𝐵

෠𝑋𝐵 ෠𝑋𝐴 = |1||1|cos 𝜃 = cos 𝜃

෠𝑋𝐵 መ𝑍𝐴 = |1||1|cos(90) = 0

෠𝑋𝐵 ෠𝑌𝐴 = |1||1|cos(90 −𝜃) = sin 𝜃

෠𝑌𝐵 ෠𝑋𝐴 = |1||1|cos(90 + 𝜃) = −sin 𝜃

෠𝑌𝐵 ෠𝑌𝐴 = |1||1|cos(𝜃) = 𝑐𝑜𝑠 𝜃

෠𝑌𝐵 መ𝑍𝐴 = |1||1|cos(90) = 0
መ𝑍𝐵 መ𝑍𝐴 = |1||1|cos(0) = 1

መ𝑍𝐵 ෠𝑋𝐴 = መ𝑍𝐵 ෠𝑌𝐴 = |1||1|cos(90) = 0



Rewrite axis of {B} representation expressed 
in {A}

෠𝑋𝐵 = cos 𝜃 ෠𝑋𝐴 + sin 𝜃 ෠𝑋𝐵

෠𝑌𝐵 = sin(−𝜃) ෠𝑋𝐴 + cos 𝜃 ෠𝑋𝐵

መ𝑍𝐵 = መ𝑍𝐴

เรำมกัจะเขียนเวคเตอรใ์นรูปแบบเมตรกิซด์งันัน้

෠𝑋𝐵 =
cos 𝜃
sin 𝜃
0

෠𝑌𝐵 =
−sin 𝜃
cos 𝜃
0

መ𝑍𝐵 =
0
0
1

𝐵
𝐴𝑅 = 𝐴 ෠𝑋𝐵

𝐴 ෠𝑌𝐵
𝐴 መ𝑍𝐵 =

cos 𝜃 − sin 𝜃 0
sin 𝜃 cos 𝜃 0
0 0 1

ดงันัน้



Properties

𝐴
𝐵𝑅 = 𝐵

𝐴𝑅𝑇 = 𝐴
𝐵𝑅−1

As can be shown!!



Example 2.1 (จากหนงัสือ)

𝜃



Example 2.1 (จากหนงัสือ)

Rotational Matrix ,Rz() = 30



Basic Rotational Matrix



Description of FRAME 𝐵 = 𝐵
𝐴𝑅 + 𝑃𝐵𝑂𝑅𝐺



Mapping:
Changing description from frame to frame
• Mapping involving translated frames

𝐴𝑃 = 𝐵𝑃 + 𝐴𝑃𝐵𝑂𝑅𝐺



• Mapping involving rotated frames

𝐴𝑃 = 𝐵
𝐴𝑅 𝐵𝑃



Example 2.2 (from textbook)



Example 2.2 (from textbook



• Mapping involving general frames

𝐴𝑃 = 𝐵
𝐴𝑅 𝐵𝑃 + 𝐴𝑃𝐵𝑂𝑅𝐺

𝐴𝑃

1
= 𝐴

𝐵𝑅 𝐴𝑃𝐵𝑂𝑅𝐺
0 0 0 1

𝐵𝑃

1
4x4

Homogeneous Transformation Matrix



Example 2.3 (textbook)



Example 2.4 (textbook)



Summary of Interpretations



Transformaiton Arithmatic





































Conclusion
Spatial Description
• Task Description

• Transformations

• Representations




	สไลด์ 1: RBE 3005  วิศวกรรมหุ่นยนต์ (Robotics Engineering)
	สไลด์ 2: บทที่ 2 เฟรม พิกัด และการแปลงเอกพันธุ์
	สไลด์ 3: ทำไมถึงต้องเรียนรู้จลนศาสตร์ (kinematics)
	สไลด์ 4
	สไลด์ 5: พลศาสตร์ (dynamics)
	สไลด์ 6: นิยาม ศัพท์พื้นฐาน ที่ต้องรู้
	สไลด์ 7: การเคลื่อนที่ของวัตถุแข็งเกร็ง
	สไลด์ 8: Joint space (joint configuration )
	สไลด์ 9: Operational space (Operational configuration)
	สไลด์ 10: Review Math
	สไลด์ 11: Description: POSITION,ORIENTATION,FRAMES
	สไลด์ 12: Description of POSITION
	สไลด์ 13: Description of ORIENTATION
	สไลด์ 14: Rotational Matrix
	สไลด์ 15: พิสูจน์จากตัวอย่างง่ายๆ
	สไลด์ 16: Rewrite axis of {B} representation expressed in {A}
	สไลด์ 17: Properties
	สไลด์ 18: Example 2.1 (จากหนังสือ)
	สไลด์ 19: Example 2.1 (จากหนังสือ)
	สไลด์ 20: Basic Rotational Matrix
	สไลด์ 21: Description of FRAME
	สไลด์ 22: Mapping: Changing description from frame to frame
	สไลด์ 23
	สไลด์ 24: Example 2.2 (from textbook)
	สไลด์ 25: Example 2.2 (from textbook
	สไลด์ 26
	สไลด์ 27: Example 2.3 (textbook)
	สไลด์ 28: Example 2.4 (textbook)
	สไลด์ 29: Summary of Interpretations
	สไลด์ 30: Transformaiton Arithmatic
	สไลด์ 31
	สไลด์ 32
	สไลด์ 33
	สไลด์ 34
	สไลด์ 35
	สไลด์ 36
	สไลด์ 37
	สไลด์ 38
	สไลด์ 39
	สไลด์ 40
	สไลด์ 41
	สไลด์ 42
	สไลด์ 43
	สไลด์ 44
	สไลด์ 45
	สไลด์ 46
	สไลด์ 47
	สไลด์ 48: Conclusion Spatial Description
	สไลด์ 49

